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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ
МЕХАНІКА
Течія рідини (газу) в нерегулярних каналах широко зустрічається як в природі, так і в 
технічних приладах: судини кровоносної системи людини, бронхіальні дерева, труби для 
транспортування технічних середовищ, вентиляційні системи тощо. Нерідко виникають 
випадки, коли потік, зустрічаючи на своєму шляху перешкоди (нерегулярності), починає 
генерувати акустичні коливання, тобто частина його енергії перетворюється у звукову [1, 2]. 
На сьогодні в передових у технологічному плані країнах проводяться інтенсивні досліджен-
ня таких процесів, а отримані результати мають велике практичне значення в різноманіт-
них областях науки і техніки. Добре відомими є роботи, наприклад [3, 4], направлені на 
вивчення процесів збудження звуку при протіканні крові в судинах та при русі повітря в 
бронхіальній системі людини.
Проблема генерування тональних звуків потоком в нерегулярних каналах є складною 
при вивченні її як в експериментальному так і теоретичному плані. У зв’язку з цим, на даний 
момент ще не достатньо кількісних даних про зв’язки рівнів і характеру шумів, що виника-
ють у каналах такого типу, із геометричними та фізичними характеристиками відповідних 
каналів.
Метою даної роботи є дослідження особливостей течії потоку в циліндричному каналі з 
двома різкими звуженнями (стенозами), а саме: моделювання даного процесу та чисельний 
розрахунок, аналіз розвитку потоку в часі, виявлення фізичних причин, що здатні призводи-
ти до появи автоколивальних рухів середовища і, як наслідок, до появи тональних звуків.
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Досліджено течію в’язкої нестисливої рідини у циліндричному каналі з двома послідовно розташованими 
звуженнями (стенозами) на основі чисельного розв’язання нестаціонарних рівнянь Нав’є—Стокса. Показа-
но, що в системі виникають вихрові структури, які спричиняють стійкі періодичні автоколивання профілю 
швидкості на виході з отвору другого стенозу.
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Постановка задачі. Роз гля-
дається течія рідини у напівне-
скінченному ци лін дрич но му 
каналі з двома послідов но роз-
ташованими стенозами (рис. 1). 
Вважається, що поверхня кана-
лу та стінки стенозів нерухомі 
й абсолютно жорсткі. Потік рідини з густиною ρ  потрапляє в розрахункову область з рів-
номірною швидкістю 1v  через ліву межу 10, 0x R R=    та покидає її через праву ,x L=  
10 R R  .
Задача розв’язується з використанням моделі в’язкої нестисливої рідини із застосу-
ванням наступних гіпотез: потужність акустичних коливань, що породжуються потоком, 
значно менша за потужність самого потоку і породжений звук не впливає на його характер. 
Це припущення справедливе для даної задачі, оскільки розміри джерел звуку, що породжу-
ється потоком, тобто розміри стенозів та міжстенозної порожнини, малі в порівнянні з до-
вжиною звукової хвилі.
Основним параметром задачі є число Рейнольдса, яке можна визначити як 2 2Re /v D= ν, 
де 2v  — швидкість потоку в отворах стенозів, осереднена по вертикальному перетину, а 
ν  — кінематична в’язкість середовища. Тоді масштабом довжини буде діаметр отвору сте-
нозу 2D , масштабом швидкості — швидкість 2v , масштабом часу — величина 2 2/D v , а 
масштабом тиску — подвоєний швидкісний напір 22vρ .
В межах прийнятої моделі процес описується системою нестаціонарних рівнянь Нав’є—
Стокса, які в тензорній формі мають вигляд:
1
Re
U
p
t
∂
+∇⋅ = ∇⋅∇ −∇
∂
UU U , (1)
0∇⋅ =U , (2)
де p  — скалярне поле тиску; U  — векторне поле швидкості; UU  — тензор другого рангу.
Крайові умови для швидкості: рівномірний потік на вході в розрахункову область 
v1 = 0,25 м/с , що відповідає значенню числа Рейнольдса Re 2700= , умова прилипання на 
твердих поверхнях, рівність нулю нормального градієнта на виході з розрахункової об-
ласті. Для тиску задавалась рівність нулю нормального градієнту на всій межі розрахун-
кової області окрім виходу з неї, де обирався постійний тиск. Початкові умови формулюва-
лись нульовими.
Значення геометричних параметрів обиралися такими як і в експериментальній роботі [4]: 
D2 = 2 мм, 1 2 3 2 9D D D D= = , 2/ 75L D = , 1 2/ 10L D = , 2 2/ 0, 5L D = , 3 2/ 2, 9L D = . Кінема тич-
на в’язкість відповідала в’язкості повітря при температурі 20 °С: ν = 1,5 · 10–5 м2/с.
Чисельний алгоритм розв’язання задачі. Рівняння руху (1), (2) розв’язувались чисель-
но методом скінченних об’ємів. Припускається, що рух рідини в міжстенозній порожнині 
близький до осесиметричного, про це свідчать експериментальні дослідження [2,5]. При 
Рис. 1. Геометрія розрахункової об-
ласті.
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цьому повільні несиметричні коливання струменя рідини за другим стенозом суттєво не 
впливають на характеристики потоку в області між стенозами [6]. Тому в якості розрахун-
кової області використовується половина поздовжнього перерізу труби.
Для дискретизації області використовували ортогональну кусково-структуровану сіт ку 
зі згущенням вузлів в отворах стенозів та при наближенні до їх стінок. Чисельне розв’язан-
ня задачі проводили з використанням бібліотек тулбоксу з відкритим кодом OpenFOAM. 
Для розрахунку об’ємних інтегралів по контрольному об’єму застосовували загальну про-
цедуру Гауса. Для інтерполяції конвективних членів використовували TVD форму цен т-
рально-різницевої схеми для векторного поля з обмежувачем типу Sweby [7]. Нормальні 
градієнти швидкості на поверхні елементів обчислювали із значень швидкості в центрої-
дах сусідніх комірок за схемою другого порядку. В якості схеми дискретизації похідної за 
часом використовували неявну триточкову несиметричну схему другого порядку з різ -
ни цями назад.
Зв’язаний розрахунок поля швидкості і тиску проводили за допомогою процедури PISO 
[8]. Для розв’язання отриманої системи лінійних алгебраїчних рівнянь використовували 
ітераційні солвери, що побудовані методом спряжених/біспряжених градієнтів для симе-
тричних та асиметричних матриць. В якості передумовлювача були вибрані спрощені схеми 
неповної факторизації Холецького та неповної LU-факторизації для симетричних і асиме-
тричних матриць відповідно [9].
Рис. 2. Поле завихреності для чотирьох моментів часу: а — 1,7 · 10–4 с, б — 5,5 · 10–4 с , в — 2,5 · 10–3 с, г — 10–3 с 
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Розрахунки були виконані за підтримки обчислювального комплексу СКІТ Інститу ту 
кібернетики ім. В.М. Глушкова НАН України [10]. Для розпаралелювання обчислень ви-
користовувалась технологія MPI та метод декомпозиції області розв’язання [8]. Більш де-
тально алгоритм чисельного розв’язання та обґрунтування вибору відповідних методів роз-
глянуто у роботі [11].
Аналіз результатів обчислень. В роботах [8, 11] було показано, що в подібних динаміч-
них системах, починаючи з деяких критичних значень числа Рейнольдса, після закінчення 
перехідних процесів в області між стенозами утворюється ряд вихрових структур, і внаслі-
док цього виникають гідродинамічні автоколивання. Водночас при відносно малих значен-
нях числа Рейнольдса течія в них є стаціонарною, а зсувні шари в міжстенозній області — 
стійкими.
Розглянемо спочатку розвиток течії в досліджуваному каналі з початкового моменту 
часу до його встановлення. На рис. 2 представлено поле завихреності в половині поздо-
вжнього перерізу каналу для чотирьох моментів часу. Як видно з рис. 2 а, на поверхнях обох 
стенозів формуються ламінарні примежові шари, які, відриваючись від передніх кромок 
стенозів, утворюють два кільцевих вихори. Перший вихор зноситься течією до внутрішньої 
поверхні другого стенозу, а потім рухається вгору вздовж неї (рис. 2, б). При цьому, на межі 
струменя та міжстенозної порожнини формується кільцевий зсувний шар, а також утворю-
ється ряд вихорів від’ємної завихреності, що рухаються вздовж струменя та збурюють його 
(рис. 2, в). Дійшовши до поверхні першого стенозу ці вихори йдуть углиб міжстенозної по-
рожнини, формуючи другорядний вихор (рис. 2, г). Водночас біля поверхні другого стенозу 
завершується формування структури основного кільцевого вихору, який надалі продовжує 
розширюватись та рухатись вглиб порожнини. Також у зсувному шарі починають формува-
тись періодичні збурення, які формують при наближенні до другого стенозу кільцеві вихо-
ри, що зносяться в отвір другого стенозу.
Таким чином, у міжстенозній порожнині утворюється циркуляційний рух середовища, 
який переносить частину кінетичної енергії струменя з області його входу в отвір другого 
стенозу назад у зсувний шар. Цей процес можна інтерпретувати як гідродинамічний канал 
зворотного зв’язку, що створює умови для виникнення автоколивань в даній системі.
На рис. 3 наведені дані, що зображують зміну поля завихреності та осцилюючих частин 
профілів поздовжньої швидкості потоку (o)xv  у перетинах отвору другого стенозу 
II
1S  (
1 2 3 2, 0x L L L R R= + +   ) та II2S  ( 1 2 3 22 , 0x L L L R R= + +   ) протягом одного періоду T  
процесу автоколивань у системі. Як видно, при наближенні до другого стенозу, струмінь 
приймає хвилястий характер, а в зсувному шарі утворюється послідовність вихорів. 
Набігаючи на отвір другого стенозу вони спричиняють симетричні відносно осі струменя 
коливання вертикального профілю швидкості. Ці коливання мають яскраво виражений пе-
ріодичний характер та можуть бути джерелом звукових коливань.
Варто відмітити, що для течії рідини в плоскому каналі зі стенозами більш характерни-
ми є антисиметричні коливання профілю швидкості у отворі другого стенозу, оскільки від-
бувається почергове набігання вихорів на верхню та нижню стінки стенозів [6, 11]. В даній 
задачі, оскільки коливання профілю швидкості є симетричними, ефективність генерації 
звуку очікується вищою.
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Рис. 3. Поле завихреності та осцилюючі частини повздовжньої швидкості потоку в перерізах II1S , 
II
2S  
впродовж одного періоду: а – t = 0°; б – t = 1/4 T; в –  t = 1/2 T; г – t = 3/4 T; д – t = T
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На рис. 4, а представлений амплітудно-частотний спектр коливань швидкості (o)xv  в 
точці отвору другого стенозу з координатами x = L1 + 2L2 + L3, R = 0,9R2. Видно, що в спектрі 
коливань також присутні гармоніки вищих порядків, проте амплітуда основної гармоніки 
(≈11, 36 кГц) значно переважає амплітуди інших гармонічних складових.
На рис. 4, б зображено профілі повної поздовжньої швидкості потоку xv  для достатньо 
великого моменту часу у вхідному та вихідному перетинах отворів першого стенозу I1S  (x = 
L1, 0  R  R2 ), 
I
2S  1 2 2( , 0 )x L L R R= +    (x = +L1 +L2, 0  R  R2) та другого стенозу 
II
1S , 
II
2S . Як видно, в перетині 
I
1S  примежовий шар не сформований, тоді як профіль швид-
кості в перетині II2S  має форму характерну для течії в каналі без стенозів (профіль Пуазейля). 
Варто відмітити, що в перетині I2S  в прилеглій до поверхні стенозу області напрямок руху 
рідини протилежний до напрямку течії в каналі. Крім того, форма профілю швидкості у 
перетинах отвору першого стенозу не змінюється з часом.
Таким чином, проведено пряме чисельне моделювання течії в'язкої нестисливої рідини 
в циліндричному каналі з двома послідовно розташованими стенозами. Проаналізовано 
особливості руху середовища на основі поля завихреності та профілів швидкості в отворах 
Рис. 4. Спектр коливань швидкості (o)xv  (а) та профілі повздовжньої швидкості vx для чотирьох перерізів 
в отворах стенозів (б)
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стенозів. Встановлено, що при обраних параметрах системи течія рідини в області між сте-
нозами є нестаціонарною. У зсувному шарі утворюється послідовний ряд вихорів, що спри-
чиняють періодичні симетричні коливання профілю швидкості у отворі другого стенозу. Ці 
автоколивання можуть бути джерелом акустичних коливань у каналі.
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ОСОБЕННОСТИ ПОТОКА ЖИДКОСТИ 
В ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ КАНАЛЕ СО СТЕНОЗАМИ
Исследовано течение вязкой несжимаемой жидкости в цилиндрическом канале с последовательно рас-
положенными сужениями (стенозами) на основе численного решения нестационарных уравнений Навье—
Стокса. Показано, что в системе возникают вихревые структуры, которые вызывают устойчивые периоди-
ческие автоколебания профиля скорости на выходе из отверстия второго стеноза.
Ключевые слова: канал со стенозами, вихревые структуры, автоколебания.
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PROPERTIES OF THE FLUID FLOW 
IN A CYLINDRICAL DUCT WITH STENOSES
The flow of a viscous incompressible fluid in a cylindrical duct with two serial contractions (stenoses) is studied 
by the numerical solution of unsteady Navier—Stokes equations. It is shown that an ensemble of vortex struc-
tures develops in the system that causes stable periodic self-sustained oscillations of the velocity profile at the 
outlet of the second stenosis orifice.
Keywords: duct with stenoses, vortex structures, self-sustained oscillations.
